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5 Diagonalizacion de endomorfismos

5.1 Endomorfismo

Se llama endomorfismo a una aplicacion lineal f : V — V de un espacio vectorial V' en si
mismo.

5.2 Cambio de base en un endomorfismo

Sea V un espacio vectorial y f : V — V un endomorfismo cuya matriz respecto de la base B
(lo usual, en endomorfismos, es considerar la misma base en los espacios inicial y final) es A, es
decir:

f(u) = Au donde A= M(f,B,B)=M(f,B)

. Cuél es la matriz de f respecto de otra base B'? Si P = M(Id, B’, B) es la matriz del cambio
de base de B’ a B, es decir la matriz cuyas columnas son las coordenadas de los vectores de B’
en la base B, entonces

VB A vB

TP lp_l de donde C = M(f,B') =P 'AP
VB’ c VB’

y f(u) = Cu respecto de la base B'.

5.3 Endomorfismo o matriz diagonalizable

Un endomorfismo f sobre un espacio vectorial real V es diagonalizable si existe una base
B* respecto de la cudl su matriz D = M(f, B*) es diagonal, es decir si existe B* = {vi,...,v,}
vy {1, ..., A} C R tales que f(v;) = vy, 1 <i<n.
Identificando el endomorfismo con su matriz real asociada, una matriz cuadrada A € M, (R)
se dice diagonalizable si existe una matriz regular P € M,;,»,(R) tal que D = P~ 1AP es
diagonal.

Nota: Aunque aqui sélo se consideran espacios vectoriales y matrices reales, con lo que se
obtienen diagonalizaciones reales, todo lo que se diga es igualmente cierto para otro cuerpo K,
con lo que se obtienen diagonalizaciones en K.

5.4 Autovalores y autovectores

Sea A la matriz asociada a un endomorfismo f sobre el espacio vectorial real V' de dimensién n.
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Por lo tanto, los autovalores de la matriz A (o endomorfismo asociado) son las raices reales del
polinomio caracteristico P(\) = |A — M| = 0, y los autovectores asociados son los vectores
no nulos del ntcleo de la aplicacién asociada a la matriz A — AI.
Se llama espectro de A, que se representa por o(A), al conjunto de todos sus autovalores, y
subespacio propio asociado al autovalor A a todos sus autovectores asociados mas el vector
nulo, es decir a

SA)={v:(A—-A)v=0}=Ker(A— )

5.5 Ejemplo

0 0 1
Sea f : R?® — R3 el endomorfismo asociado a la matriz A= | —4 2 2|, respecto de la base
-2 0 3
canonica. El polinomio caracteristico, y sus raices, son
- 0 1
PO)=|A-A|=|-4 22 2 |=—(A—220—-1)=0—{ A= Lconm{l)=1
9 0 3-2» A =2, conm(2) =2

donde m()) indica la multiplicidad del autovalor A. El espectro es o(A) = {1,2}.
Los subespacios propios asociados a estos autovalores son:

—1 0 1\ [z

SA)=Ker(A-I=<v:[-4 1 2||[y] =0 :{v; AT }:L({(l,Z,l)})
-2 0 2/ \» y-22=0
-2 0 1\ [=

S2)=Ker(A—-2[)=<v:|—-4 0 2 y|=0p={v:2x—2=0}
-2 0 1 z

= L({(1,0,2),(0,1,0)})

Es facil comprobar que los autovectores vi = (1,2,1) € S(1), va = (1,0,2) € S(2), y v3 =
(0,1,0) € S(2) forman base. Puesto que f(v1) = vy, f(ve) = 2vy vy f(v3) = 2vs, la matriz
respecto de esta base B = {v1,va,v3} es

100
D=M(f,B)y=[0 2 0
00 2

que es diagonal, luego el endomorfismo f y la matriz A son diagonalizables. Para relacionar las
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5.6 Caracterizacién de endomorfismo diagonalizable

Un endomorfismo f sobre un espacio vectorial real V', de dimensién n, es diagonalizable si y
sélo si existen n autovalores reales (algunos de ellos pueden ser iguales) y una base formada por
autovectores.

5.7 Independencia de autovectores asociados a distintos autovalores

Autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente independientes.
Demostracién: Sea f un endomorfismo sobre V, y u y v autovectores asociados, respectiva-
mente, a los autovalores A\ y p, A # u. Entonces

flau+pv) = f(0)=0 alu+ Buv =0
AMau+pv) =0 alu+ fAv =0
= 0A—p)v=0=p=0=a=0

au+ﬂv:0:>{

Luego u y v son linealmente independientes.

5.8 Algoritmo de diagonalizacién

Sea f el endomorfismo sobre V asociado a la matriz A. El algoritmo que hay que seguir para
diagonalizar es:

e Se resuelve la ecuacion P(\) = |A— AI| = 0. Si alguna de sus raices no es real, el
endomorfismo no es diagonalizable.

e Para cada autovalor A € o(A) se halla su subespacio propio S(A) = Ker(A — AI), compro-
bando que
dim S(A) = m(\) (multiplicidad de \)

Si algtin autovalor no verifica lo anterior, el endomorfismo no es diagonalizable.

e La base respecto de la que el endomorfismo es diagonal es la formada por la unién de todas
las bases de los subespacios propios, y la matriz diagonal es aquella cuyos elementos son,
y en el mismo orden, los autovalores asociados a cada autovector de la base.

5.9 Propiedades

1. El polinomio caracteristico de un endomorfismo, respecto de cualquier base, es siempre el
mismo.
Demostracién: Si A y C son las matrices de un endomorfismo f respecto de dos bases
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dimensién n. Puesto que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico, se tiene
que
A= M| =(a11—=A) ... (ann —A) + Pra(N) =AM = A) ..o (A = A)

donde P,,_2(\) es un polinomio de grado menor o igual que n — 2 en \. Igualando los
coeficientes de grado n — 1, en cada una de las dos expresiones anteriores, se obtiene:

()" a4 ... Fan) = (D" T+ 4 M)

de donde
M+ ...+ Ay =ai1+ ...+ apy = traza(A)

3. El producto de todos los autovalores de una matriz, contando cada uno de ellos tantas
veces como indica su multiplicidad, es igual a su determinante.
Demostracién: Sean Ai,...,\, los n autovalores de una matriz cuadrada A = (a;;) de
dimensién n. Entonces

A= M| =M —A) o (A — A)

Haciendo A = 0 en la expresién anterior, se obtiene:

A=A A

5.10 Consecuencias inmediatas de las propiedades anteriores

e Los autovalores de un endomorfismo son los mismos respecto de cualquier base.

e Cualquier matriz de un endomorfismo, respecto de cualquier base, tiene la misma traza y
el mismo determinante.

e Una matriz es singular si y sélo si A = 0 es autovalor.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



